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Origine - Motivations

« Comment caractériser la
morphologie d’un milieu poreux?
e Comment prévoir le
comportement macroscopique
d’un milieu poreux

(composition des perméabilités)?
» Représentation d “un milieu
poreux par un modele?
*Représentativité d’un domaine
Fini (VER)

Fluctuations (propriétés macro,
Rupture...)
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Introduction

* Analyse morphologique
e Microstructures aléatoires

e Micro-Macro: Changement d’echelle
(homogénéisation, rupture)

o Matériaux Numérigues — VER — Multi-
echelle
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Analyse Morphologique

o Criteres morphologiques
— Taille
— Forme
— Repartition
— Connexité
 Criteres probabilistes
— Lois de probabilité (n points, supy)
— Moments
o Implémentation par Analyse d’images
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Images 3D

e Microscope optigue confocal
e Microtomogaphie
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Analyse d’'Images 3D
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Microstructures aléatoires
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Types de Modeles

* Processus ponctuels (germes, déefauts)
 Partitions aléatoires (polycristaux, mousses...)
* Ensembles aléatoires (biphasés, multiphases)

* Fonctions aléatoires scalaires ou multivariables
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Caractérisation d’'un ensemble
aléatoire

o Capacite de Choquet de A. Pour tout compact K:
T(K) = P{ K rencontre A }

 Equivalent de la loi de probabilitée pour une variable
aléatoire

o Calcul théorique pour un modele

o Estimation par analyse d’images (sur données de
microstructure, ou sur simulations); identification
de modele

 Accessible a partir d’une seule realisation pour un
ensemble aléatoire stationnaire et ergodique
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Modeles de Processus Ponctuels

* Point de départ de nombreux modeles

* Processus ponctuel de Poisson: desordre
complet (densité constante ou regionalisee)

* Processus de Cox (densitée: fonction aléatoire;
exemple multi-échelle)
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Processus ponctuel de Poisson

N(K): variable
Aléatoire de

Poisson de

Moyenne A(K)
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Modeles de Partitions Aléatoires

e Partition de VVoronoi

e Partition de Johnson-Mehl
o Partitions hiérarchiques

Centre de Morphologie Mathématique . _
% CFMR, Paris, 13-03-2008 Dominique Jeulin




Partition Aléatoire de Johnson-Mehl
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Partitions Aleatoires de Feulilles *
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Schéma Booléen (G. Matheron, 1967)

Alliage Fe-Ag Schéma Booléen de Spheres (0.5)
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Schéma Booléeen

WC Co (J.L. Chermant, W y _ _
M. Coster, J.L. Quennec ’h Schema Booleen- Poissonien

et D. Jeulin) L = 40 pm (P. Delfiner)
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Fonction Aléatoire Booléenne

Fonction primaire conique Varieté aléatoire Booléeenne
Application en Statistique de Rupture
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D. Jeulin, CALGON L =15.5 um
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Micro-Macro: Changement
d’echelle
(homogeneisation, rupture)
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Homogénéisation

* Milieu heterogene (composite, milieu
poreux, polycristal métalligue, roches,
milieu biologique, surfaces rugueuses...)

!

e Milieu homogene equivalent?
 Propriétés « effectives »
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Exemples de problemes 21
d’homogéenéisation

o Determiner la conductivité thermique
equivalente d’un milieu biphaseé

e Composition des permeabilités d’un milieu
poreux

* Modules elastiques d’un milieu hétérogene

* Propagation d’ondes en milieu hétérogene
(électromagnétiques, sismiques,...)

* Proprietés optiques d’une surface rugueuse
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Exemples de Propriétés Physiques
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Probleme proprieté
Conduction |Flux de Gradient de | Conductivite
thermique | chaleur température | thermique
Electrostati | Deplacement | Champ Permittivité
que electrique electriqgue | diélectrigue
Elasticité contrainte | déformation | Modules

elastiques
Ecoulement | vitesse Gradient de | Permeabilite
en poreux pression

o7
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Milieu Homogene et Hétérogene

* Milieu continu dans un domaine D

e En chaque point x du domaine, proprietés
physiques P(X)

e Champ P(x) solution d’un probleme
mathématique dérivant :
— Principe de conservation (EDP)
— Conditions aux limites sur frontieres de D
— Lois de comportement reliant des variables
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Homogéneisation
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e Bornes des propriétés macroscopiques (ordre
3: multiphases et fonctions aleatoires)

e Microstructures aléatoires optimales

* Propagation d’ondes en milieu aléatoire
(électromagneétique, elastique)

« Définition probabiliste du VER (application a
la permittivité diélectrique de nanocomposites,
et aux modules élastiques de composites)
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Rupture

* Prevoir la rupture d’une piece sous un chargement
donné

» Aspect probabiliste: P{rupture} (population de
defauts) FIABILITE

* Prevoir les effets d’échelle (passage de
I’éprouvette a la piece ou a I’ouvrage d’art...)

« Exemple: Weibull (cas particulier de Fonction
Booléenne)

: Centre de Morphologie Mathématique o _
;jy CFMR, Paris, 13-03-2008 Dominique Jeulin

25



26

Modeles Probabilistes de Rupture

e Calcul theorique de P{rupture}

o Criteres: maillon le plus faible, endommagement, arrét
de fissure

» Couplage Structure-Eléments Finis: VES
e Modeles probabilistes d ’endommagement
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Materiaux Numerigues

po
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Matériaux Numeériques

e Entree d’ images 3D

— Images réelles (microscopie confocale,
microtomographie)

— Simulations a partir de modeles probabilistes

 Utilisation d’un code de calcul (Eléments
Finis, solveur numérique d’EDP)

 Homogeénéisation
 VER (Volume Elémentaire Représentatif) ?
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Homogéneisation

o Simulations de structures aléatoires couplées a
un code de calcul de comportement mecanique
par eléments finis (logiciel Zébulon du Centre
des Materiaux, Micromorph (CMM))

e Codes de calcul 3D a base d’itérations de
FFT, de traitement d’images, ou de gaz sur
réseau. homogeéneisation en physique,
mecanique, optigue et hydrodynamique des
milieux héterogenes

Wﬁf CFVIK, Farls, 1s5-Us-ZUUoc



Comportement Mécanique de la Creme®
Glacée (Unilever)

e These de T. Kanit, 2003

e Collaboration avec S. Forest, |. Galliet, V.

Mounoury (Centre des Materiaux P.M.
Fourt, ENSMP, Evry)
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Comportement Mécanique de la Créme ™~

Glacée (Unilever)
Trois échelles d’observation

d << | << L

Relations Godut
Propriéetes

Elastiques e

Je Morphologie Mathématique
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Morphologie et proprietés effectives s,

3T

. By
e

100 pm

Microstructure grossiere Microstructure fine
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Morpholog

le et module d’Young
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Mesures (test de flexion 4-poinst)
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Comment preédire le module d’Young’ pour différentes microstructures ?

po
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Modeéles analytiques: bornes et estimation$
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Principe de la Théorie de
I'HoOmogénéisation
» Milieux biphasés hétérogenes, de tenseurs élastiques C, et
CZ
 Milieu Homogene équivalent, de tenseur elastique
macroscopique Ceff

e Ona: off
e Avec les moyennes spatiales Z C E

2= <a> E—<g>
< P >= —jP(x)dx

e« Ou

O el E Sont les tenseurs Iocaux de contrainte et
~ ~  de déformation
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Principe de la Théorie de
I’THomogeéneéisation

 Milieu biphasé hétérogene, de tenseurs élastiques C, et C,

e Energie élastique moyenne (lemme de Hill-Mandel) d’un

echantillon V soumis a I’une des conditions aux limites:
-  KUBC : cinématiques (deformation uniforme aux frontieres)
- SUBC : statiques (contrainte uniforme aux frontieres)
- PERIODIQUE : conditions aux limites périodiques

eff
<o':g>:<g:C:g>:Z:E:<g>C < ES

O et E  non corrélées

~

v
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Volume Elémentaire

Représentatif

po
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VER et Portée Intégrale

* P(X): propriéte locale aléatoire (fonction indicatrice,
module d’Young, ...) dans le domaine V.
e Variance locale de P: D?[P(X)]

 Valeur moyenne de P dans V: <P>=Vlj P(x)dx
* Variance de la moyenne: D < P>]:D2[P(x)]\}ﬁ

e A, estla Portée Intégrale de P (donnant la taille
d’un VER pour P)

e SiA; <<V, Vpeut étre décomposé en N =V /A, sous
domaines de propriétés non corrélées P,
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Portée intégrale et précision statistique
de la moyenne —=RVE(s)

* Moyenne de <P> dans I’intervalle de confiance
<P> 4+ 2D[<P>]

e Précision Relative
2D[<P>]
E=———
<P>
* En fonction de la Portée Intégrale

2D[P(x)] /\A/e
E—=
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Portée integrale et Covariance

 Fluctuations des valeurs moyennes <P> de
P(x) (FA stationnaire) dans le domaine V,
en fonction de la covariance centrée W, (h)

. Wa () = E{P(x+h) —E(P)) PX)—E(P)}

1

DEV) =z |, | Wale—y) dxdly
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Portée integrale et Covariance

 Pour de grands échantillons (V >> A,), ou
A, est la portee integrale, formule
asymptotique pour la variance:

D3 (V) = D} 1
1 —
avec A, = Fjng 2(h) dh

P
ou D2 est la variance ponctuelle de P(x)
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Covariance ensembliste

e Covariance C(h) d’un ensemble aléatoire A

Cx,x+h)=P{x e Ax+heA}

e Pour un ensemble aléatoire stationnaire,
C(x,x+h) =C(h)

e Pour un ensemble ergodique, C(h) est
estimé par la fraction volumique de AN A,
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Microstructure and Covariance 43
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Covariance ensembliste et *
Covariance des champs

* Liens entre les deux?
o Géneralement pas de lien direct!!

» La Covariance des champs dépend de tous
les moments « ensemblistes » a n points

d’appul...
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Détermination de la portée  *
intégrale et du RVE

 Partir de réalisations de la microstructure (images
ou simulations)

o Utiliser les C.L. appropriées (Périodiques,...) pour
estimer les propriétes effectives de chaque
réalisation

» Estimer la moyenne et la variance des propriéetés
effectives en fonction du volume des échantillons

« Estimer A;, le RVE et le nombre de champs a
simuler en fonction de la préecision souhaitée
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Modules Elastiques et Conductivité Thermique de la Mosaique de
Voronoi 3D

o Partition de VVoronol de I’espace 3D: zones
d’influence de points aléatoires de Poisson

» Coloration aléatoire indépendante de
chaque polyedre de VVoronoi: mosaique de
Poisson (texture biphasee)

 Calculs par Eléments Finis de réalisations
de mosaigue de VVoronoi dans un volume
fini V
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Calcul sur des microstructures de Voronoi '

Estimation
des Modules

o g de
2 cisaillemen

5 =
i CL
---------

.....
LU

55% phase rouge, contraste = 100 pour le module d’Young

10000 grains; calcul parallele (cluster de 32 PC)
(carte de contrainte de VVon-Mises)
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Résultats pour la mosaique de Voronoi

Fluctuations de la fraction volumique: nombre de grains
pour une précision voulue

Erelaive = 1% Erelaive =H5%0
Fraction Nombre Minimal | Nombre Minimal
Volumique
50% 47000 grains 1880 grains
70% 20000 grains 800 grains
90% 5240 grains 210 grains

o
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Résultats pour la mosaique de VVoronoi

Fluctuations de modules élastiques

-fraction volumique = 70% de phase dure

-contraste de module d’Young = 100

-KUBC : kinematic (strain) C.L.

-SUBC : static (stress) C.L.

-PERIODIC : C.L. périodiques

-Voigt : borne de Voigt; Reuss : borne de Reuss o
Module de compressibilité module de cisaillement

1000

KUBC 500 $ e
SUBC i ODIC i
PERIODIC - 1 - PER'?,D-'% i
Voigt - 800 | . - Rand
Reuss . i X euss
1 700 F§ = .3 .
T £ ;
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- E & x o P B .
= = & % s 500 R f £ ; e S %—— 4
| W 400 | |
il | z
300 } i
I B
.!' 200 | | { i
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10 100 1000 1001 10 100 1000
N (average number of grains=size of the domain) N (average number of grains=size of the domain)
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Résultats pour la mosaique de Voronol

Nombre Minimal de réalisations pour des conditions aux limites

periodigques

Exemple: VER pour modules sans biais = 125 grains

Erelative = 1% & relative = 5%
nombre de VER |nombre de VER
Module de 386 16
compressibilité
Module de 1320 53
cisalllement

e
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ol..

de la mosaigue de VVoronoi
=100
e thermique dans 3 directions
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Reésultats pour la mosaique de VVoronoi

Fluctuations de la conductivité thermique
-fraction volumique = 70% de phase dure (glace)

-Contraste de conductivité thermique = 100

-UGT : gradient de température uniforme en frontiere
-UHF : flux thermique uniforme en frontiere
-PERIODIC : conditions aux limites périodiques

25 | UGT
i UHFE ssessnesnne
PERIDDIC mmimimoms
o . Bounds of Wiener
g 15 [ o — | Ll o
c?_ﬁa_ 1 - by : -"-'* ------ - !F-'-'-r'ﬂ(-'-' . b k.ﬂ------------*_% L
1 ; =
i I - .-:'éqn
0.5 ,,‘*ﬁ
D 1 H 1 1
10 100 1000

v
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Reésultats pour la mosaique de VVoronoi

Nombre Minimal de réalisations (C.L. périodiques)

Exemple: VER pour volume non biaisé = 125 grains

Eretative = 1% Crelative = 5%

Nombre de Nombre de
VER VER

conductivité 765 30
thermique
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Portéee intégrale (fraction
volumique P)

0.5 1.178
P = 0.7 1.111
0.9 1.177

Gilbert (1962): 1.179

po
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Portée intégrale (modules

élastiques)
E,/ E, =100

K (P =0.7)

KUBC

2.088

uP=0.7)

KUBC

1.863

| p(P=0.5)

Périodique

1.637

po
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Portée intégrale (conductivité *

thermique)
P=07; A, /X,=100

UGT 2.335

A UHF 2.036

Périodique | 2.619
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ﬁ/ CFMR, Paris, 13-03-2008 Dominique Jeulin




57

Conclusion

 QOutil statistique pour calculer la préecision de
I’estimation des propriétés effectives, basé sur la
portée intégrale A,

» Ajetdonc le VER, déepend des CL (périodiques,
homogenes), de la microstructure (géometrie), du
contraste, et des proprietés homogeneisees
(modules élastiques, conductivité thermique,
etc...)

 Méme démarche pour propriétes non linéaires
(additivité des champs)

o Travail futur: déeterminer directement la portee
Integrale a partir de la microstructure?
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Conclusion Générale

e Grande diversité de microstructures et de
problemes physiques

 Domaines d’application tres variés
 QOutils, Modeles et Simulations (et logiciels)

* Neécessité de mesures physiques a I’échelle
micro

 Nombreux problemes methodologiques et
théoriques a resoudre
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Pour en savolir plus

e Deux E.S. alI’Ecole des Mines de Paris
(25-28 Mars 2008)

ATHENS (Novembre 2008)

* Reunion Mecamat « Approches probabil

2008)

» « Physics and Mechanics of Random Media »

e « Models of Random Structures », ENSMP -

mécanique » (ENSMP, Fontainebleau, 16-17 Auvril

Istes en
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